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@1 Introduccion

El siguiente texto es una muestra de las notas de nuestro préximo curso
Matematicas Avanzadas para la Ciencia de Datos que incluye algunas
pinceladas sobre los siguientes temas que se estudiaran en el médulo de

Probabilidad y Estadistica y en el médulo de Algebra Lineal:

= Muestreos independientes e idénticamente distribuidos.
= Ley de los grandes niimeros y el método Monte Carlo.

= Hipodtesis tipo Markov para datos provenientes de NLP y Series de

Tiempo.
= Muestreos de Gibbs.
= Kl método de componentes principales y la interpretabilidad.

» El algoritmo de Google de Page Rank.

Ademas de los dos médulos mencionados habra otro para optimizacién y

calculo diferencial.

El médulo de Probabilidad y Estadistica tiene una duracién de 8 sema-
nas. En este texto debemos de agregar algunos axiomas que asumiremos
sin explicarlos detalladamente. Por supuesto que aquellos alumnos que

tomen el curso completo tendran un mejor entendimiento, por lo tanto
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nos disculpamos con los lectores a los que no les queden completamente

claros los detalles de este texto.

De igual manera los médulos de algebra lineal y optimizacion y calculo

diferencial tienen una duracién de 8 semanas.

El curso esta acompanado de ejercicios y tareas en Python para practicar
y reforzar los conocimientos aprendidos asi como las implementaciones en

bases de datos de los algoritmos estudiados.

En esta clase muestra nos concentraremos en las aplicaciones de estas dos
areas a dos problemas muy imporntantes, uno de ellos es cémo rankear
las paginas de un buscado como Google [1] y el otro estd relacionado con

la informacién que la genética nos da sobre un individuo [2].

introduccion
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@2 Probabilidad y estadistica

La teoria de la probabilidad es el drea de las matemaéticas encargada de

estudiar los fenémenos aleatorios.

Cuando intuitivamente decimos que algo es aleatorio estamos sobre-simplificando
el problema pues para los matematicos lo aleatorio puede tener muchos

apellidos:

= un numero aleatorio

= un vector aleatorio

= un numero aleatorio uniforme

= un vector aleatorio uniforme

= un numero aleatorio gaussiano

= un vector aleatorio gaussiano

= dos nimeros aleatorios gaussiano e independientes

= dos nimeros aleatorios gaussiano dependientes

La lista de propiedades que un fenémeno aleatorio puede tener es gigan-

tesca y precisamente la teoria de la probabilidad busca explicarnos sis-
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tematicamente los significados y los alcances de Iss distintas propiedades

de un fenémeno aleatorio en abstracto.

Por el otro lado la estadistica es un area de las matemaéticas que no
supone que tenemos acceso al fenémeno aleatorio sino simplemente a un
conjunto de experimentos o muestras de un fenémeno oculto. Utilizando
nuestro conjunto de experimentos que en Ciencia de Datos cominmente
se conoce como una base de datos la estadistica nos ayuda a deducir qué

propiedades podria tener el fenémeno aleatorio oculto que las generé.

Nociones de probabilidad

En este texto incluimos algunas de las nociones de probabilidad que los

estudiantes que tomen el curso podran comprender con mayor detalle.

s Un fenémeno aleatorio tiene una distribucién uniforme cuando to-
dos los eventos con un solo elemento tienen la misma probabilidad

de ocurrir.

= Dos fendémenos aleatorios X, Y son idénticamente distribuidos cuan-
do la probabilidad de que cualquier evento A ocurra en el fenémeno
X es igual a la probabilidad de que el mismo evento A ocurra en el

fenémeno Y.

» La independencia estadistica entre dos fenémenos aleatorios se debe

probabilidad y estadistica
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entender como ausencia de correlacion. Esto estrictamente no es

cierto sin embargo la simplificacién no es del todo incorrecta.

La aguja de Buffon y la estadistica IID

En 1977 Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon planted el siguiente

problema.

Definition 02.1. (La aguja de Buffon) Supongamos que tenemos un tablero
arbitrariamente grande donde los tnicos dibujos que hay son lineas paralelas
verticales a distancia d entre ellas. Ademés debemos de imaginar que conta-
mos con una cantidad arbitrariamente grande de agujas ay, ay, ... todas de

longuitud I.

Si lanzamos una aguja aleatoriamente en nuestro tablero, £cuél es la proba-

bilidad de que la aguja toque alguna de nuestras rectas paralelas?

El mismo Buffon resolvi el problema y demostré el siguiente teorema [3].

Theorem 02.1. (Buffon) La probabilidad de que una aguja lanzada al azar

toque a alguna de las rectas paralelas es igual a %

La Ley de los Grandes Niimeros y el Método Monte Carlo

Usualmente se nos presenta al nimero & como la proporciéon que hay entre
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el didmetro de un circulo y la longitud de su perimetro, Arquimedes fue

la primera persona en aproximar el valor de 7.

En 1812 el matematico francés Laplace observé que era posible aproximar
el valor de m utilizando el Teorema de Buffon mediante un resultado
conocido en la teorfa moderna de la probabilidad como la Ley de los

Grandes Numeros .

El experimento tipo Monte Carlo que propone Laplace es muy sencillo:

1. Reunir tantas agujas de la misma longitud ! como sea posible, di-

gamos N.

2. Dibujar en una hoja de papel tantas rectas paralelas verticales como
sea posible con la siguiente indicacion: la distancia entre las rectas

debe de ser exactamente igual a 21.

3. Lanzar las agujas en nuestra hoja siguiendo las siguientes indicacio-

nes:

a) (Independencia) No podemos lanzar més de una aguja al mis-

mo tiempo.

b) (Idénticamente distribuido) Debemos lanzarlas de manera alea-
toria y asegurarnos de que para cualquier lugar A de la hoja

dos agujas tienen la misma probabilidad de caer ahi.

¢) (Uniforme) Debemos asegurarnos de no priorizar los lanza-

mientos en ninguna zona de la hoja, idealmente la aguja podria

probabilidad y estadistica
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caer en cualquier lado.

4. Contar el ntiimero de agujas que intersectan alguna de las rectas

paralelas que dibujamos, llamémosle n.

5. Calcular la divisiéon %

Gracias a la ley de los grandes ntimeros lo siguiente es cierto.

Theorem 02.2. Si seguimos las reglas anteriores en el experimento de Laplace

entonces la cantidad % se acercard al valor de w a medida que N aumente.

Exercise 02.3. Pensar en como es posible simular las condiciones del experi-

mento de Laplace utilizando por ejemplo Python.

El procesamiento del lenguaje natural, series de

tiempo vy el algoritmo de Google

De la misma forma y gracias a la ley de los grandes ntmeros, si los ex-
perimentos aleatorios para construir bases de datos cumplen los andlogos
de independencia e idénticamente distribuidos (no necesariamente uni-
formes) entonces la ley de los grandes niimeros puede ayudar a resolver

los siguientes problemas:

» Aproximar el ganado de una eleccién presidencial (calculando el

valor esperado).
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» Predecir el sentimiento positivo o negativo de un tweet (mediante

un modelo generativo de machine learning).

» Calcular la volatilidad de un portafolio de inversién (calculando la

varianza).

= Si consideramos el siguiente proceso que consiste en saltar de un
sitio web a otro de manera aleatoria siguiendo los hipervinculos de

cada sitio, predecir si este proceso converge a algtin lugar [1].

Desafortunadamente es dificil imaginar que las hipétesis de independencia
e idénticamente distribuido comtinmente se satisfacen en los problemas
reales por tanto no siempre pueden resolverse satisfactoriamente utilizan-

do la ley de los grandes niimeros.

Exercise 03.1. Pensar por qué las hipotesis de los experimentos de Laplace no

se cumplen en una base de datos para cada uno de los tres ejemplos anteriores.

Simulacién por cadenas de markov

Tal y como lo mencionamos en la seccién anterior en algunos casos no sera
posible suponer que las bases de datos a las que tendremos acceso fueron

generadas por procesos independientes e idénticamente distribuidos.

Afortunadamente la ley de los grandes nimeros en la que se basé la

observacién de Laplace no solo es cierta para esta familia de procesos.

probabilidad y estadistica
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Un ejemplo muy interesante de procesos aleatorios (también llamados
estocdsticos) para los cuales una version adecuada de la ley de los grandes

numeros es cierta son las llamadas cadenas de markov.

Con menor o mayor éxito los 3 procesos que mencionamos anteriormen-
te (series de tiempo, texto y caminar aleatoriamente por las paginas de
internet) pueden ser modelados por estas cadenas de markov. De hecho
uno de los resultados mas exitosos de estos modelos matematicos es el
algoritmo de Page Rank el cual fue utilizado durante muchos anos por
Google y en cierta medida este le debe parte de su éxito. Los invitamos

a revisar la patente de este algoritmo en [1].

El andlogo de la ley de los grandes niimeros para las cadenas de markov
esté relacionado con los teoremas de ergodicidad, medidas estacionarias y
el teorema de Perron Frobenius los cuales estudiaremos en nuestro curso.
En particular este tltimo resultado se estudiara en el médulo de algebra

lineal.



©3 Algebra lineal

Una manera de definir Algebra Lineal es como el estudio de los sistemas
de ecuaciones lineales de una o méas variables. A todos los sistemas de
ecuaciones lineales es posible asociarles una matriz las cudles son escen-

ciales en ciencia de datos.

En este capitulo hablaremos de uno de los algoritmos més utilizados en

ciencia de datos a saber el Analisis de Componentes Principales.

Comenzaremos con un ejemplo de juguete en el cual podremos explicar

las ideas de interpretabilidad relacionadas con este algoritmo.

En la segunda seccién mencionaremos brevemente una de las aplicaciones
mas exitosas del algoritmo de PCA que permitié establecer la relacion

entre la genética de los europeos y la divisién socio-politica [2].

Un ejemplo juguete

Veamos la siguiente tabla que contiene las calificaciones que le dan Al-
fonso, Barbara, Carlos y Diana a las siguientes frutas, siendo 10 la mayor

y uno la menor.

Deseamos encontrar una manera de explicar facilmente qué factores son

tomados en cuenta para que estas personas prefieran o no una fruta.
11
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Higos Fresas Uvas Papaya

Alfonso 10 1 2 7
Brenda 7 2 1 10
Carlos 2 9 7 3
Daniela 3 6 10 2
Figura 1

El analisis de componentes principales resuelve el problema anterior me-

diante una generalizacion de las siguientes observaciones:

Supongamos que Alfonso, Barbara, Carlos y Diana pueden ser represen-
tados por los siguientes vectores con sus preferencias sobre las frutas:

A=(10,1,2,7),B=(7,2,1,10),C=(2,9,7,3),D = (3,6,10,2).

Para comenzar valdré la pena escribir que el promedio de los 4 vectores

es igual a u=(5.5,4.5,5,5.5). Si fijamos los siguientes dos vectores

d = (3»_3)_3v3))a: (1)_1» 1)_1)

Utilizando los vectores u,d y f la observacién fundamental de PCA es la

siguiente:

A~p+d+f=(95,05,3,7.5)

B~u+d-f
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C~p—-d-f=(15,85,7,3.5)

D~u-d+f

Las ecuaciones anteriores son enormemente informativas al leerlas con

cuidado. La sugerencia para la primera es la siguiente:

» Salvo una constante p que no depende de Alfonso pues estd pre-
sente en la representacién vectorial del resto de las personas, las
preferencias de Alfonso se diferencian de las del resto de personas
Unicamente por el signo del vector d y el del vector f, en su caso

ambos son positivos.

Gracias a la interpretacion anterior representacién de los datos se puede
simplificar enormemente de la siguiente manera: A= (1,1),B=(1,-1),C=
(-1,-1),D = (-1,1). Esta es la razén por la que normalmente PCA se

menciona como una forma para reducir la dimensién.

Recordando el problema de la interpretabilidad que deseamos resolver,
nos gustaria entender cudles son las caracteristicas de las frutas que estas
4 personas toman en cuenta para decidir cual les gusta. La respuesta a
este problema que propone PCA son las coordenadas de nuestros puntos
A=(1,1),B=(1,-1),C=(-1,-1),D = (-1,1), a las coordenadas de estos

puntos las llamaremos D y F.
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Regresando a los vectores en su dimensién original, un andlisis de corre-
laciones nos dice que las variables Higo y Papaya estdn positivamente
correlacionadas, de igual forma las variables Fresas y Uvas también estan

positivamente correlacionadas.

Bien entendido a la correlacién entre Higo y Papaya la debemos asociar
con la variable D, mientras que a la correlacion entre Fresas y Uvas las
asociamos con la variable F. Es en este momento cuando necesitamos un

poco de imaginacién:

1. ;En qué sentido las variables Higo y Papaya estan correlacionadas?

2. (En qué sentido las variables Fresas y Uvas estan correlacionadas?

Nuestra respuesta que no debe de ser la tltima a la primera pregunta es la
Dulcura (de ahi que hayamos elegido la letra D) y a la segunda pregunta

es Frescura.

Gracias al andlisis anterior, estas dos variables D, F son suficientes para
explicar las dos caracteristicas que mas toman en cuenta este grupo de
personas para decidir las frutas que les gustan. Mas atin podemos decir
que por ejemplo a Diana le gustan mucho las frutas que son frescas y le

gustan menos las frutas que son dulces.

Exercise 01.1. £Qué podemos decir sobre los gustos de Alfonso, Bdrbara y Dia-

na?

Exercise 01.2. Comparar los resultados del ejercicio anterior con la tabla ini-
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cial de sus calificaciones a las frutas. £Son consistentes?

Exercise 01.3. Ademads de toda la informacion anterior, una de las conclu-
siones de PCA es que la dulcura de las frutas es mds importante para estas 4
personas sobre la frescura. Explicar utilizando los vectores en qué se basa esta

conclusion.

Aplicaciones a la genética

El ejemplo anterior tiene la ventaja de ser muy facil de seguir sin embargo
no parece muy util para resolver un problema. Una de las aplicaciones
mas sorprendentes de PCA es la que John Novembre [2] y su equipo de
trabajo en UCLA desubrieron. Utilizando datos genéticos (en lugar de sus
preferencias sobre las frutas) de diversos individuos, después de aplicar
PCA distinguieron las dos coordenadas que mejor nos ayudan a entender
lo que distingue a estas personas, a saber la latitud y altitud de donde

nacieron.
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